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Ingenieurmathematik
Organisatorisches

B Vorlesung, Ubung: Do. 13:00 — 15:30 Uhr
® Priifung: schriftlich, 90 Minuten, keine Kofferklausur

B Projektpraktikum (Online / Prasenz ?)
Mi. 8:30-10:xx Uhr (Gr. 1) Betreuer: Dr. S. Bieder, Dr. L. Haring

® Anmeldung notwendig, LSF bis 15.04.2024, Beginn 17.04.2024
® Bestanden, wenn 10 von 12 Terminen erfolgreich besucht wurden
® MATLAB® kostenlos fiir Studierende, Bezug iiber ZIM
B Modul ,,Computergestiitzte Ingenieurmathematik®, (5 Cr)
® Bestanden durch Bestehen der Vorlesung & des Projektpraktikums

® Benotung: Klausurergebnis

B Unterlagen im Moodle-Kurs
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Ingenieurmathematik
Organisatorisches

B Pingu-Abfrage: Projektpraktikum - Online oder Prasenz
® QR-Code zur Website https://pingo.coactum.de/544129
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Ingenieurmathematik
Literatur

B Literatur zur Vorlesung:
® J. H. Mathews, K. D. Fink: Numerical methods using MATLAB
® Tornig, Spellucci: Numerische Mathematik fiir Ingenieure und Physiker
® Weller: Numerische Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler

® Dahmen: Numerik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler (online)
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Ingenieurmathematik
Inhalt

Einfiihrung: Zugeschnittene Gro3engleichungen

Funktionen: Interpolation und Approximation durch Polynome
Anpassung von Kurven

Vektoren und Matrizen

Lineare Gleichungssysteme

Nichtlineare Gleichungen

Differentiation

Integration (einschlieflich Faltung)

O 0 3 O D pB~ W N =

Differentialgleichungen (gewohnliche)
10 Spektrale Analyse mittels DFT

R .
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Ingenieurmathematik
1 Einfuhrung

B Zugeschnittene Gro3engleichungen
® Gleichungen der Physik sind einheitenbehaftet.
® Alle Variablen haben eine Einheit.

® Zugeschnittene GroB3engleichungen durch Erweiterung um die gewiinschte
Einheit

® Beispiel: Betrag der Impedanz eines RC-Gliedes:

Z(w) =P R C
O
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Ingenieurmathematik

1 Einfuhrung
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Ingenieurmathematik
1 Einfuhrung

B Schriftsatz von mathematischen Ausdriicken (DIN EN IEC 80000-x,
ANSI/IEEE Std 260.3-1993, IEEE P 260.3)

® Skalare Variablen und Konstanten: kursiv
u(t) = Uy cos(wot)
® Mathematische Standardfunktionen und Konstanten: gerade

u(t) = Re {Up - 0t}

® Physikalische Konstanten: kursiv

E=m-c?
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Ingenieurmathematik
1 Einfuhrung

B Schriftsatz von mathematischen Ausdriicken

® Empfehlung
B Zeitfunktionen: Kleinbuchstaben

B Funktionen im Frequenzbereich: GroBbuchstaben
Hw)= [ h(r)-e %7 dr
® Skalare Variablen und Konstanten als Index: kursiv
Up = Zy, - I
® Skalare Zahlen als Index: gerade
Ui=271-1
® Physikalische GroBen als Index: kursiv
YU = Pz + QI

R .
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Ingenieurmathematik
1 Einfuhrung

® Vektoren und Matrizen: fett und gerade

w1 (t) Ay oo Ain r1(t)

o
=
[
>
H
=
[

un () An1 -+ Ann rn(t)

® Empfehlung
B Vektoren: Kleinbuchstaben

B Matrizen: Grof3buchstaben
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Ingenieurmathematik
1 Einfuhrung

B Schriftsatz von mathematischen Ausdriicken

® Erklarende Indizes: gerade, nicht fett

| <

B Beispiele: Optische Leistung: P, (t) Dopplerfrequenz: fpoppler = ;)

® Differentialoperator: gerade, nicht fett

E= / z2(t) dt d(uw) _du | dv,

dt dt dt

® Klammern und andere Sonderzeichen: gerade

® Zahlen und physikalische Einheiten werden gerade geschrieben:

v 10 m/s

fDoppler — X — = 1 kHz

1 cm
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

B Kurvendiskussion

® Definitionsbereich
B Zeitfunktionen z = f(¢) : hdufig: —oco <t < 00
B Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktionen f,(z):—o0 < x < 00

® Wertebereich
m Positive Funktionen: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion — fi.(x) > 0
B Funktionen mit eingeschrinktem Wertebereich:

Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktionen 0<F,(r)<l1

B Reellwertige Funktionen: —oo < z(t) < o0

B Komplexwertige Funktionen: xz(t) = elwot
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

B Kurvendiskussion y = f(z)

® [ okale Minima und Maxima;: & =0

dz
A — A —
® Nullstellen, Polstellen: y(z) = N((j:)) — L. ((z iNJ% Ei zN 2))
— 4P,1) — TP.2

° : : ot t t
Asymptotisches Verhalten: lim s(f) - (e i _)
9]

® Symmetrien

B Koordinatentransformation

y=fx) y=flax) y=flx—xz0) y=f(ax—Db) (9())

DUISBURG
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Ingenieurmathematik

2 Funktionen

dy

dt
® Abschnittsweise definierte Funktionen

B Differentiation von Funktionen: y =

® Unstetigkeitsstellen der Funktion oder von Ableitungen der Funktion

® Ableitung der Sprungfunktion: d —Funktion

M Integration von Funktionen:  y(t) = / y(u) du

—00
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

B Abschnittsweise definierte Funktionen
® Hilfsfunktionen

B Sprungfunktion  s(t)
1
t
. | t
B Rechteckfunktion rect T
|
T | T -
—2 |2 t
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

®m Arkustangens-Funktion als Naherung fiir die Sprungfunktion

1 1
y = —arctan(kz) + =
\ T 2
b 1.0
y = arctan(x) s
ol

0.5

101 /7~

100 -5.0 50 100 g IKE T
01 2k 2k

—7/2

20+
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

B Approximation von Funktionen

® Taylor-Reihe (Voraussetzung: Differenzierbarkeit)

00 .
fama) = Y G0 e
r = X = -\ — X9
— dx* |l
1=0 o
df| 1 d2f| 1
2
= flxo)+ —| —=(z—20)+ —| =(@—x0)" +
(o) dz 1!( ) dz? 2!( )
o o
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

® Beispiel einer Approximation durch eine Taylor-Reihe

) st $5 337
y:sm(az):x—?—l—g—?—l—“'
| y=sin(r-2z)

1.0¢

30 o
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

® Beispiel einer Approximation durch eine Taylor-Reihe

1 3 5 7 _
y:sin3(az)zz(3 T 3:133——3 = 3:135—|——3 o 3:137—---)

by =sin®(r-2)
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Ingenieurmathematik

2 Funktionen
d2f

" dax?
(0]

d
® Taylor-Reihe: f(xg), é

,... missen bekannt sein.
Zo

€T

B Interpolation mit Hilfe eines Polynoms: Eine Funktion ist an den
Stiitzstellen (xo, y0), (z1,y1), (x2,92), ... (xN,yn) mit a < x; < b bekannt.

® N + 1Punkte = Polynomvom Grad N

® Interpolierte Werte: a < x <b

® Extrapolierte Werte: z < a oder x > b

® Vorteile der Interpolation durch ein Polynom:
m exakte Ubereinstimmung an den Stiitzstellen
m Stiitzstellen miissen nicht 4quidistant sein
® cinfach auszuwerten

B differenzierbar
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

® Beispiel der Interpolation mit Hilfe eines Polynoms: Eine Funktion verlauft
durch folgende Punkte: (1, 1), (2,2),(3,1), (5,1)

B Polynom: y(z) =co+ci-z+ca-2° +c3-2°

B Lineares Gleichungssystem:

1l = 1-co+1-c1+1-ca+1-c3

2 = 1-CO—|—2'01—|—4'CQ—|—8'63

1 = 1-cog+3-¢c1+9-¢c9+4+27-c3

1 = 1-cog+5-c1+25-¢c5+125-c3
1 1 1 1 1 Co
2 . 1 2 4 8 C1 .
1]~ 13 9 orf co b=A-c
1 1 5 25 125 c3

DUISBURG S.21
SR Fachgebiet

Offen im Denken Nachrichtentechnische Systeme “

UNIVERSITAT Dr.-Ing. Stefan Bieder Computergestiitzte Ingenieurmathematik SoSe 2025 m‘o‘g




Ingenieurmathematik
2 Funktionen

M LOsung:
b=A-¢c = A1 b=A1 A c=c

Co —4
¢ 23/3
Co -3 ‘
C3 1/3 Yy
6.01
4.01
20¢
1.0 20 3.0 40 50 60 ,
201
-4.0
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

® Anderer Ansatz mit Hilfe von Lagrange-Polynomen

B Gerade durch zwei Punkte (zo,y0), (21,y1):

Y1 — Yo
1 — Xy

y(x) = 1yo + (z — z0)

B Alternative Schreibweise:

r — I r — X
+ Y1
o — X1 1 — Xo

y(x) = Pi(z) = yo =yo - L1,o(x) +y1 - L1,1(x)

B L o(z) und L; ; (z) heiBen Lagrange-Polynome
® Eigenschaften: L1,0(zo) = 1 und L o(x1) =0

sowie L11(zo) =0 und Ly 1(xz1) =1
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

B Polynom N-ten Grades:
N
y(x) = yk- Lny(z)
k=0

B [agrange-Polynome:

( —wo) - (# — wp—1)(® — Tp41) - - (z — @)

Lyg(x) =
N,kz( ) (xk—xo)-'-(ﬂik—ﬂ?k—l)(a?k_55k+1)"'(95k:_$N)
N
[I (z—an)
. n=0,n#k
o N
[T (zx—2n)
n=0,n#k

® Eigenschaften:
Lyg(xp) =1firn=%k und Lyg(x,) =0firn#k
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

m Beispiel: Polynom 2. Grades

(z — 1) (2 — 22)
Lo — $1)($0 - xz)

Py(z) = yo(

(x — x0)(x — x2)
(331 - CUO) 1 — 332)

+Y1

(
s (x — xO)Ex — 1)

(332 - CUO) L2 — 331)
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

m Beispiel: Polynom 3. Grades

(x — z1)(x — x2) (T — x3)
Lo — 5131)(5130 - 332)(330 — T3)

Piy(x) = yo(

(x —x0)(x — z2)(T — T3)

i (1 — o) (z1 — 22) (21 — T3)

(x —x0)(x — x1)(x — 23)
(z2 — @0)(z2 — 71)(22 — 73)

+Y2

(x —xo)(x — z1)(x — T2)
(333 - 5130)(5153 - 96'1)($3 - fL‘2)

+Y3
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

® Stiickweise lineare Interpolation

3.01
2.01 A
1.0}

10 2.0 3.0 40 50 60
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

® Stiickweise Interpolation durch Polynome hoherer Ordnung: kubische Splines

Sk(flj) = Sk,() + Sk:,l . (I‘ — ZCk;) + Sk,Q . (CIJ — I‘k)2 + Sk,g . (ZB — a:k)g

fir xp <oz <zgyyund k=0,1,..., N —1

® Vorteil: erste und zweite Ableitung der Interpolationsfunktion sind stetig
® Definition der Spline-Funktionen:

Sk(Tr) = yg firk=0,1,...,N —1
Sk(Trr1) = Ypr1 fir k=0,1,...,N —1
Sk(@ry1) = Sip1 (Trg1) firk=0,1,...,N — 2
Sk (Trg1) = Sy 1 (Thy1) fur k=0,1,...,N — 2

S (zo) =0 und S%_;(zny) =0 Randbedingungen (links und rechts)
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

® Berechnung:

hi - (2mg + Mi41)
§

Sko = Uk Skl = dp —

mi Mpk+1 — My
Sk2 = Sk,3 6h
k

mit:
hi = Tp41 — T

Yk+1 — Yk
di =
Tk+1 — Tk

hi_1-mg_q -|—2-(hk_1 + hg)-mg + hg -mpe =6 - (dk _dkz—l)
(firk=1,...,N —1)

mosz:O
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

® Beispiel: Spline-Interpolation

vl
3.01
2.0

1.0¢

—

10 20 3.0 40 50 60 =x
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

B Interpolation im Fall einer idealen Bandbegrenzung
® Abtasttheorem ist erfiillt
® Voraussetzung: dquidistante Abtastwerte (tx = & - Ta, i)

® [nterpolation durch si-Funktionen:

Z Ui s1< t—kT))

k=—00

Wa,

T
Y(w)=01i > — =
wenn Y (w) ur |w| > .= 9
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Ingenieurmathematik
2 Funktionen

® Beispiel fir Interpolation durch si-Funktionen:

v

3.01
2.01

1.0¢

1.0 20 3.0 40 50 60
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Ingenieurmathematik
3 Anpassung von Kurven an Daten

B Anpassung von Kurven an Daten (Messwerte)
® Ausgleichsgerade
y=f(x)=A-z+ B
® Gegeben: Wertepaare (g, yx), k=1... N
fzk) = yk + e

® Fechlernormen:

® Maximaler Fehler: Foo = 1I§T}€a§XN |f(zk) — Ykl
| N
m Mittlerer Fehlerbetrag: Ey = N 1; |f(@x) — yil

N
1
® Mittlerer quadratischer Fehler: FE> = N E (f(zx) — yk;)2
k=1
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Ingenieurmathematik
3 Anpassung von Kurven an Daten

® Ausgleichsgerade, die den mittleren quadratischen Fehler minimiert:

1 N

EQZNZ(A-xk+B—yk)2—>min

N
dE 1

N
Z2-(A~:13k—|—B—yk)=O

M= &

N N N
(A':c%—l—Bn:k—yk-a:k):A-inqLB-Z:ck—Zyk'xk:O
k=1 k=1 k=1

N N N
> (A ak+B—yp)=A-> zp+B-N—=> 3, =0
k=1 k=1

oy
I
[S—
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Ingenieurmathematik
3 Anpassung von Kurven an Daten

® Beispiel einer Ausgleichsgeraden y=A-x+ B

y A
10.0 {
8.0 1
6.0 {

4.0
2.0 %
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Ingenieurmathematik
3 Anpassung von Kurven an Daten

® Optimierte Potenzfunktion: y = f(z) =

® Potenzfunktion, die den mittleren quadratischen Fehler minimiert:

1
E2:NZ(A-x£4—yk)2—>min

UNIVERSITAT Dr.-Ing. Stefan Bieder Computergestiitzte Ingenieurmathematik SoSe 2025 “
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Ingenieurmathematik
3 Anpassung von Kurven an Daten

® Beispiel: optimale Parabel y = A - 2*
v

1201
10.0t
801
6.0
401
2071
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Ingenieurmathematik
3 Anpassung von Kurven an Daten

® Optimierte Exponentialfunktion: y = f(z) = A-e* + B
® Exponentialfunktion, die den mittleren quadratischen Fehler minimiert:
N
1

EQZNZ(A-e“—i—B—yk)Q%min
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Ingenieurmathematik
3 Anpassung von Kurven an Daten

® Beispiel einer optimierten Exponentialfunktion y = A-e* + B

y A

10.0
801
6.01
401
2071
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Ingenieurmathematik
3 Anpassung von Kurven an Daten

® [ 6sungen sind durch lineare Gleichungssysteme gegeben, solange die zu
optimierenden Parameter Koeffizienten sind

® [osungen sind durch nichtlineare Gleichungssysteme gegeben, wenn Parameter
der Funktionen zu optimieren sind

B Beispiel:  y=f(z)=A 2™

k=1
AB, 1 <
d—AZ_sz (A :Ufy—yk) ry =0
k=1
By 1 & Y A
d—M—NZZ(Awk —yk)-A~:Ek ‘In(zx) =0
k=1

UNIVERSITAT Dr.-Ing. Stefan Bieder Computergestiitzte Ingenieurmathematik SoSe 2025 “
DUISBURG mog

S. 40
il Fachgebiet

Offen im Denken Nachrichtentechnische Systeme “




Ingenieurmathematik
3 Anpassung von Kurven an Daten

® Weitere Losungsmoglichkeit durch Linearisierung der zu optimierenden
Funktion:

y=A- oM
In(y) = M -In(x) + In(A)

B Transformationen:

Y =In(y), X =In(z), B=In(A)
— Y=M-X+B

B Problem: es wird der mittlere quadratische Fehler der transformierten
Daten minimiert

UNIVERSITAT Dr.-Ing. Stefan Bieder Computergestiitzte Ingenieurmathematik SoSe 2025 “
DUISBURG

- JUO

Fachgebiet

Nachrichtentechnische Systeme “

Offen im Denken




Ingenieurmathematik
4 Vektoren und Matrizen
B Definition einer Matrix

® rechteckiges Feld vonn X m reellen oder komplexen Elementen a;

® n Zeilen und m Spalten

i1 Adiz2 - Qim
a1 A2 - QA2m
A =

anl An2 Anm
X1
Z2

® m = 1 = Spaltenvektor x =

® n =1 — Zeilenvektor .

n

y = W1,Y2, s Ym)
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4 Vektoren und Matrizen

B Einfache Operationen
® Multiplikation mit einem Skalar: B =c¢- A = b;; = c- a5
® Summe zweier Matrizen: C = A + B = ¢;; = a;; + by

® Multiplikation zweier Matrizen: n x k -Matrix A mal £ x m -Matrix B

k
C=A-B:>cij=Zail-blj fir =1...n und j=1...m
=1

m
k m
n . — N
Mz k O 1
J
J
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4 Vektoren und Matrizen

B Gesetze
® Addition
® Kommutativgesetzz: A+ B =B + A
B Assoziativgesetzz A+ (B+C)=(A+B)+C
® Multiplikation
B Kommutativgesetz gilt nicht: A- B # B - A
® Assoziativgesetzz A - (B-C)=(A-B)-C
® Distributivgesetz: (A +B)- C=A-C+B-C
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4 Vektoren und Matrizen

B Definitionen

® Potenz einer quadratischen Matrix: A’ = A-A.-..--. A
® FEinheitsmatrix: 1 0 ... 0 I Faktoren
0 1 0
I =
o 0 --- 1

®m Multiplikation einer quadratischenn x n -Matrix A mit der
Einheitsmatrix I :

A-I=1-A=A
® Inverse Matrix A~ ' einer quadratischen Matrix A :
A-AT=A"1 A=1

® A heiBt nicht-singulir, wenn A ™! existiert.
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4 Vektoren und Matrizen

B Definitionen
® Negative Potenz einer quadratischen Matrix: A ™! = (A_l)l
® Transponierte einer n x k-Matrix A: B = AT
mit b;; = aj;

® Konjugiert-komplexe n x k -Matrix A: B = A~

%

mit bz'j = Q;;

® Adjungierte / transjugierte / hermitesch transponierte n x k£ -Matrix A :
B=(A")" = A" = A" nit b;; = a;

B Rechenregeln:
(AB)" = BTAT (AB)
(AB)" = BHAH (AH)

B lA!

- (ay”

D_UI i
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4 Vektoren und Matrizen

B Rechenregeln:

® Skalarprodukt zweier Spaltenvektoren x,y :
XT.V = szyz = YTX
i=1
® Skalarprodukt zweier komplexer Spaltenvektoren x, y :
xy =) ajy: = (y"x)
i=1

B Definition
® Orthogonale Vektoren: x"y = 0
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4 Vektoren und Matrizen

B Definitionen
® Spur (trace) einer quadratischen Matrix: tr (A) = Z Qi

® Eigenschaften: =1

tr (aA + B) = atr (A) + ptr (B)
® Quadratische Matrizen:

tr (AB) = tr (BA)

tr (A"'BA) = tr (B)

m Beliebige n x k -Matrizen A.:

tr (AAH) Z Z |ag;]?

1 =1 5=1

m Skalarprodukt zweier komplexer Spaltenvektoren: xy = ( (Xy H) ) '
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4 Vektoren und Matrizen

B Definitionen

® Determinante einer quadratischen Matrix:
n n

det (A) = [A] =) (1) ay; det (Uy;) = Y (=1)" ay; det (Uy)
71=1 i:l P
Entwicklunglach Zeile 1 Entwicklung‘r:ach Spalte j

m Beispiele

ailx Q12 — aiia o
= a110G22 — Q12021
az1 az2
@ iz a3 aso Q23 as1 Q23 a21 Q22
as1 G222 Q23 | = A — 12 + a3
azz ass az1 ass asr  asg

az; azz2 ass
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4 Vektoren und Matrizen

® Eigenschaften von Determinanten:

det (A) =0 wenn eine Zeile oder Spalte O ist
oder A linear abhangige Zeilen hat
oder A linear abhangige Spalten hat

A1) = [det (A)]"

(
(
det (AB) = det (A) - det (B)
(
(cA) =c" - det (A)

D_UI
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4 Vektoren und Matrizen

B Eigenwerte und Eigenvektoren

® Gegeben: quadratische n x n -Matrix A und Spaltenvektor u
Au = )u
(A—=AX)u=0
® Nichttriviale Losungen nur, wenn die Matrix A — AI singuldr ist, d.h. wenn
det (A —AI) =0
® Charakteristisches Polynom: p(\) = det (A — \I)
® Eigenwerte \; ...\, sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
® Die zu \; gehorigen Vektoren u; heiflen Eigenvektoren

® Eigenschaften:

det (A) =] [N tr(A) = En: Ai

DUISBURG S. 51
2 2l Fachgebiet

Offen im Denken Nachrichtentechnische Systeme “

UNIVERSITAT Dr.-Ing. Stefan Bieder Computergestiitzte Ingenieurmathematik SoSe 2025 m‘o‘g




Ingenieurmathematik
4 Vektoren und Matrizen

B Definition: quadratische Form fiir n x n -Matrix A und Spaltenvektor x
XHAX = Z Z QJ;k Qij Tj
i=1 j=1
B Spezielle n x n Matrizen

® Positiv-definite Matrix A : alle Eigenwerte sind positiv

xTAX>0 ¥V x#0 = det(A)=][N>0
1=1

® Symmetrische Matrizen: A* = A
® Hermitesche Matrizen: AM = A
® Orthogonale Matrizen: A~' = AT
® Unitdre Matrizen: At =AH
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4 Vektoren und Matrizen

® Diagonalmatrix:

A. == dlag (a117 CL22, oo Jann) -

® Toeplitz-Matrix: a;; = o;—;

Basis: a = ( A_(p—1) O_(p—2) *°° Q-1 Qy Q1 -+ Qu_2 Qp_1 )
Anzahl Elemente:
[ am1 ez o a(non) on — 1
o3| &7y O I & A ()
A = Q2 aq Qo o O (n=3)
\ ®¥p—1 OGp—2 Op-—-3 -*° o )
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4 Vektoren und Matrizen

B Rang einer n x m Matrix: Anzahl der linear unabhangigen Zeilen oder
Spalten
Rang (A) < min{n, m}

® Rang einer quadratischen n X n Matrix

Rang (A) =n A1 existiert < det(A)#0
A hat vollen Rang <= A ist regular
alle n Eigenwerte sind ungleich null

Rang (A) =k <n A1 existiert nicht < det(A)=0
A hat nicht vollen Rang <= A ist singular

(n — k) Eigenwerte sind gleich null

ree 1o

® Rechenregeln:
Rang (—A) = Rang (A") = Rang (A") = Rang (A)
Rang (AB) < min {Rang (A),Rang (B)}
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4 Vektoren und Matrizen

B Diagonalisierung einer Matrix
® Gegeben: quadratische n x n Matrix A

® Linear unabhiangige Eigenvektoren und Eigenwerte

A'X1:A1'X1 A'X2:)\2'X2 A*Xn:An'Xn
()\1 O --- 0 \
0 ", .

A_ . [Xl X9 . .. Xn] — [Xl X9 . .. Xn] .

A.-V=V.A

A=V .A- V! bzw. VI.A.-V=A
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5 Lineare Gleichungssysteme

B Lineares Gleichungssystem mitn x n -Matrix A
B A.x=b

eindeutig l6sbar, wenn A1 existiert

AL A x=A"1Db

— x=A"1Db
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5 Lineare Gleichungssysteme

B Psecudoinverse Matrix

® Lineares Gleichungssystem mit n x k-Matrix A

A-x=Db
AT A . x=AH.p

1
sofern (AH : A) existiert:

x=(A".-A) " AT D
Al

AT = (AH : A)_l . A heiBt Moore-Penrose-Pseudoinverse der Matrix A
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6 Nichtlineare Gleichungen

B Naiherungslosung der Gleichung f(z) =0

B Fixpunkt-Iterationsverfahren
® Definition: Ein Fixpunkt P einer Funktion g(x) ist gegeben durch: P = g(P)

® Fixpunkt-Iteration: z,+1 = g(x,)

® Fixpunkt-Satz: Fiir z € [a,b] und z( € |a, b] konvergiert die Iteration
Tni+1 = g(x,) zu einem eindeutigen Fixpunkt P € [a, b] , wenn gilt:

d

‘g/(x” — ag(w) <1 furallex € [a7b]

R .
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6 Nichtlineare Gleichungen

® Beispiel: flo) =z —e =0

Umformulieren in z = g(z) = 2zB. z=g(z)=¢e

g(%

>
xr
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6 Nichtlineare Gleichungen

® Beispiel flr divergentes Verhalten

- A
X
>
g i
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6 Nichtlineare Gleichungen

B [Intervall-Schachtelungsmethode
® Gesucht: Losung von f(z = x9) =0
® Startpunkt: Intervall [q, b] fiir das gilt: f(a) - f(b) <0
® Geforderte Genauigkeit: b —a < 9

® [teration:
a+b

® . Berechne der Funktionswert f(m) des Mittelpunkts m =
B2 Wenn f(m)- f(a) <0 setze b=m

w3 Wenn f(m)- f(b) <0 setze a=m

B4 Wenn f(m)- f(b)=0 setze x9=m

m 5. Solange b — a < ¢ gehe zuriick zu Schritt 1.
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6 Nichtlineare Gleichungen

® Vorteil der Intervallschachtelungsmethode: Sichere Konvergenz in einer zuvor
bestimmbaren Anzahl von N Iterationen

b—a 1 1 b—a
5 -2N<5 — N>1n(2)'ln( 25)
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6 Nichtlineare Gleichungen

® Regula Falsi: Anstelle des Mittelpunkts des Intervalls [a, b] wird der
Schnittpunkt ¢ der Verbindungsgeraden zwischen den Punkten (a, f(a)) und
(b, f(b)) mit der Abszisse verwendet.

f()-(b—a)

=y -

® Vorteil der Regula falsi: u. U. schnellere Konvergenz
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6 Nichtlineare Gleichungen

B Newton-Verfahren

A f(xn)

f(z) Int1 = Tn = () /

Lo
| /I )
/ x T x
P
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6 Nichtlineare Gleichungen

B Allgemeines nichtlineares Gleichungssystem:

fl(ibl,a?g, ce ,ZBN) =0

fg(ﬂ?l,xg, ce ,.%N) =0

fN(xl,.’I?Q, R ,l’N) =0

f(x)=0
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6 Nichtlineare Gleichungen

B Fixpunkt-Iteration (Picard-Verfahren)

® Uberfiihrung in eine Fixpunkt-Form
fx)=0 = x=g(x)

® Fixpunkt-Iteration

Xnt1 = 8(Xn)
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6 Nichtlineare Gleichungen

® Konvergenz, wenn fiir eine beliebige Norm der Jacobi-Matrix gilt:

dgi1 dgi o dg1
dry dxo dx
dga  dgo o dgo
|G (x)|| = dr:y dzo dx N <1
dry dxo dx

z.B. Frobenius-Norm:

IGX)|[p = \lii

1=1 k=1

dg; |
dx k
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6 Nichtlineare Gleichungen

® Beispiel:
41 — x9 — x1sin(xz) = 0
[xo + z1]tan(xzy) —4 = 0

m Uberfiihrung in Fixpunkt-Form:

1 . 1 .
T = 1 (X + x1sin(zs)] 1 [xo 4+ xysin(x2)]
()T ()
Tro = arctan arctan
Tr1 + T2 T1+ X2
B Jacobi-Matrix von g(x):
sin(x2) 1 + z1cos(xs)
4 4
G —
(x) 4 4

(w1 +22)? +16 (21 +22)% +16
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6 Nichtlineare Gleichungen

B Newton-Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme
Xpr1 = Xp, — FH(xy,) - £(x5,)

mit der Jacobi-Matrix

(A df o dR
dr;y dxs dx
dfs  dfe  dfy
F(X) = dz 1 dLUQ dx N
dfy dfy dfn
\ dr;y dxo dxn )
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6 Nichtlineare Gleichungen

® Beispiel:
4%‘1 — o — ajlsin(xg) = 0
[x3 + 21| tan(zs) —4 = 0

B Vektorschreibweise:

4x1 — x9 — x18in(x2)
e

[z + 1] tan(xy) — 4

B Jacobi-Matrix von f(x):
4 — sin(x2) —1 — xycos(x2)
F(x) = 1

tan(xs)  tan(ws) + [x2 + 1] cos?(z2)
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7 Differentiation

B Definition des Differentialquotienten:

_ iy @0+ 1) — f(o)
T=xg h—0 h

f(zo) = @f(x)

B Approximation des Differentialquotienten durch den
Differenzenkoeffizienten:

5 f(xo+h) — f(xo)

/ _
f (1.0) - h
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7 Differentiation

® Beispiel: y(z) =sin(z) = v'(z) = cos(x)

E—
i
7
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7 Difterentiation

® Beispiel: y(z) =sin(z) = v'(z) = cos(x)

h=10""1
h=10"7°
h=10"°
h=10""
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7 Differentiation

B Erhohte Genauigkeit durch symmetrische Approximationsformel

]?/(xo) _ f(wO + h)2_hf($0 - h)

® Abschitzung des Approximationsfehlers:

f’,($0) . h2 N f’”(mo) ) h3

flao+h) = f(xo) + f'(w0) - h+ = D
/" . h2 " 13
f(xo —h) = f(zo) — f'(xo) - h + / (:U;) L ! (3330') h 4.
f@o+h) = flag—h) F" () - h?
. f///( ) .

® Approximationsfehler: e,pprox = f/(x0) — f'(x0) = + = O(h?)

DUISBURG
SR Fachgebiet

Offen im Denken Nachrichtentechnische Systeme ‘

UNIVERSITAT Dr.-Ing. Stefan Bieder Computergestiitzte Ingenieurmathematik SoSe 202 m‘o‘g




Ingenieurmathematik
7 Differentiation

® Beispiel: y(z) =sin(z) = ¢'(x) = cos(x)

h=10""1
h =103
h=10"°
h=10""
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7 Differentiation

B Approximationsformel mit Fehler der Ordnung O(h*)

£ _ —f(éCo - 2h) -+ 8f(330 + h) — 8f($0 — h) -+ f(il?() — Qh)
f'(xo) = oh

® Abschitzung des Approximationsfehlers:

M) b3 2F6) (20 - B
Fzo +h) — Flao — ) = 2h - f'(z0) + 2L (3?) 2 <5!0> L

" 13 (5) 15
f(CL'O-I-Qh)—f(wO—Zh):4h.f/(x0)_|_16f (o) - h L 64f (z0) - h N

3! 5!
2 1 2f" (xo) - B* | 2f®) (20) - B°
/ — — 8| 2h - F -
@) = 155 [ ( floo)+ =g+ 7 *
16" (z0) - B> 64O (x0) - B
_<4h,f,(%)+ (o) 1P GO () B
3! 5!
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7 Differentiation

® Abschitzung des Approximationsfehlers:
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7 Differentiation

® Beispiel: y(z) =sin(z) = ¢'(x) = cos(x)

—f(x0+2h)+8f(:1:0—|—h)—8f(:ﬁo—h)+f(:1:0—2h)|)

Alg<y’( ) —

12h
‘ —
1.0 20z
™
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7 Differentiation

B Differentiation durch Transformation in den Frequenzbereich
F
® Mit f(t) o— F(w) ergibtsich:

fo) = S5

Fl T

Flw) = Flw)-jw
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8 Integration

B Numerische Integration: Approximation eines bestimmten Integrals

/ fa f) + e(f)

B Abtastwerte der Funktion f(x):
f=(f(zo), f(21), fz2), - flzm))

B Quadraturformeln:
M
=¥ wy- flax)
k=0

B Aquidistante Abtastwerte

T = Lo + k-h
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8 Integration

B Newton-Cotes-Quadraturformeln:

® Trapezformel
[ 1@~ 5 (5o + s
® Simpsonformel

[ #@)de x5 1fw0) +4- fa) + a)]

® Simpsons 3/8-Formel

[ 1@~ T 7w +3- f@) 43 fw) + (@3]
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8 Integration

® Boolsche Formel

U/‘ fla) e~ 2 (7 fao) +32 - Fan) + 12 f(za) + 82 f(2s) + 7+ ()]

B Genauigkeit der Newton-Cotes-Quadraturformeln:

® Entwurf der Newton-Cotes-Quadraturformeln so, dass Polynome des Grads n
exakt integriert werden.

® Trapezformel (Gradn =1)
h3
[ @) e~ S+ ) - G510

® Simpsonformel (Gradn = 2)

h

T2 h5 4
LO f@)da ~ 2 [f(wo) +4- f (1) + f(x2)] - %ﬂ ()
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Ingenieurmathematik
8 Integration

® Simpsons 3/8-Formel (Grad n = 3)

T3 5
[ f@as = S Upn) 3+ Flan) 3+ flan) + flas)) - S 1@
® Boolsche Formel (Grad n = 4)
[ f@rde = 2080+ 32f(wn) + 12f(w2) + 32f(w3) + T )]
8h" (6)
—%f 0 (¢)
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Ingenieurmathematik
8 Integration

® Beispiel: Integration der Funktion f(z) =1+ e * -sin(4x)
B Trapezformel (Grad n = 1), Simpsonformel (Gradn = 2)

b £2) | £(2)
2.0 20l
1.5t 15}
1.0 1.0
0.5} 05}
012 014 016 0;.8 11.0 ? 01.2 01.4 016 01.8 11.0 TB
1 1
/ f(z)dx ~ 0,86079 / f(z)dz ~ 1,32128
0 0
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Ingenieurmathematik
8 Integration

® Beispiel: Integration der Funktion fo x)dx = 1, 3082506 .
®m Simpsons 3/8-Regel (Grad n = 3), Boolesche Formel (Grad n = 4)

| F() | f(a)
201 5ol
1.5 1 1.5 1
1.0 1.0
0.5} 0.5}
02 04 06 08 10 02 04 06 08 10 4
1 1
/ f(z)da ~ 1,31440 / () dz ~ 1,30859
0 0
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Ingenieurmathematik
8 Integration

® Fairer Vergleich der Verfahren, nur wenn die Zahl von zu berechnenden
Funktionswerten gleich ist.

m Beispiel: 5 Abtastwerte

e Mehrfachanwendung der Trapezregel:

/{:4 f(x)dx = /;:1 f(:z:)d:z:-l—/:2 f(x)dx

+/::3 f(a:)d:z:—l—/:l f(x)dx

Q

g(fl + fo) + g(fz + f1)
‘|‘g(f3 + f2) + g(le + f3)

— g(f0+2f1+2f2+2f3+f4)
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Ingenieurmathematik
8 Integration

e Mehrfachanwendung der Simpsonregel:

Lj4f(x)dx _ /ﬂcjzf(x)dx+lcj4f(x)dx

S0 Afy + f2) + 5 (ot 4fs + )

Q

= g(fo +4f1 +2fo+4fs+ f4)
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Ingenieurmathematik
8 Integration

e Numerische Auswertung:

» Mehrfachanwendung

1
der Trapezregel: /0 f(z)dx ~ 1,28358

» Mehrfachanwendung

1
del' Simpsonregel: /0 f(.f) dZIZ ~ ]., 30938

1
» Boolesche Formel: / f(z)dz =~ 1,30859
0

1
» Exakte Losung: / f(x)dx =1,30825069. ..
0
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

B Gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung

® Anfangswertproblem y = f(x,y)
y(xo) = wo

® Aquidistante Abtastung: x; = xg +i-h
® Numerische Losung durch Einschrittverfahren

B Polygonzugverfahren

/gjy/duz/xjf(wy)du — y($)=y($o)+[ij(u,y)du
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

B Euler-Verfahren

Yit1 =Y +h- f(zi,y;)

B Verbessertes Euler-Verfahren

h h

yz‘+1=yz’+h'f(33z'+2

B Heun-Verfahren

h

UNIVERSITAT Dr.-Ing. Stefan Bieder Computergestiitzte Ingenieurmathematik SoSe 202 “

DUISBURG og
SRR Fachgebiet

Offen im Denken Nachrichtentechnische Systeme



Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

m Klassisches Runge-Kutta-Verfahren
kl — f (':Eia y’L)

h h
ko = i+ =,y + =k
2 f(33—|—2y—|—21>

h h
= Yi + §k2)

k’3:f<$i—|—2

ki= f(x; + h,y; + hk3)

h
Yit1 = Yi + 6 (k1 + 2ko + 2ks + kyq)
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

B System von gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung

® Anfangswertproblem

vi = fil@,y1,92, -, Un) y1(xo) = w10
yé = fQ(xﬂylayQ:---ayn) 92(330) = Y2,0
y'.{?, — fn(xaylay%"-ayn) yn(aj()) = Yn,0

® Vektorielle Schreibweise

1 i J1 (wa T) r_ T
(3;2\ (Zé\ (fg(sc,iT) \ y—f(:c,y)
y=1| . y=1 . f(z,y") =

\ yn ) \ y;’v, ) \ /o (w.,yT) ) ¥lwo) =vo
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

® Aquidistante Abtastung: xp =x9+ k- h
® Numerische Losung durch Einschrittverfahren

B Polygonzugverfahren

nyldu:fo(U,yT) du = y<$)=y<$0)+fo(u,yT) du

0 0 0

B Euler-Verfahren

Yit1 =Yi+h°f(96i,YiT)

LI
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

B Gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung

y™ = f <x TRTTA ,y("‘”)

® Umformen in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

® Substitution: y1 =1, Yo = y/’ Yz = y//’ Cee Yp = y(n_l)
/ _
Y1 = Y2
Y = Y3
./ B
Yn—1 = Un
yqlz — f(ajayl?y%"'vyn)

D_U.I .
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

® Beispiel: Van-der-Pol-

Oszillator )
0o _
B Gedampfter Schwingkreis it ic Yia
u=1L" dﬂ
dt U L C | |G @
du
C e v T P
dt -
’iG = Gl U

du U .
C - E—FGl U—l—/EdT—’LO

Ciit Gy i+ = =iy

L
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

A
io(t)
B Anregung
I
>
t
. . U . -
C-u+ Gy -u—l—z =i9=—1-6(t)
, L
B Laplace-Transformation: u(t) o—e U(p)
U N
C’.p2-U—|—G1~p-U—|—f:—I
2 1 2
U - C']? +G1'p+z =]
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

®m Laplace-Transformierte:

i |
c ,,G |1
PPre Pt e

i 1 i ( A B )
~C (p-m)-(p—p) C \p—p1 p—p2

m Partialbruchzerlegung:

_ G (&Y L
S Ys 20 LC

A B 1 1 1
p—p1 p—p2 (p—p1) (p—p2) p1— P2 p1 — D2
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

®m Laplace-Transformierte:

U_—i( 1 1 1 1 )
C \pr—p2 p—Dp1 P1L—DP2 P—D2

B Riucktransformation:

I 1 1
u(t) = - -eplt——-emt)-st
Q C (Pl—pQ P1 — D2 Q
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

m Zahlenwerte: L =1 mH C=1uF G1 =2 mS I=1A

20 Van-der-Pol Oszillator - Ohne Entdampfung

6 8 10 12 14 16 18
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

® Nichtlineare Entdampfung . I . , —o—+" e :
L, c (¢! 1K 20
1K = —Gg-U—I—Gg-’UJB

du (7 .
C - E—I—Gl u—Go-u+Gs-u +/Zd7'—@0

® Van-der-Pol-Dgl.: C-ii+ (G1 — G2 +3-G3 - u?) - u—l——: '

UNIVERSITAT Dr.-Ing. Stefan Bieder Computergestiitzte Ingenieurmathematik SoSe 2025
DUISBURG S. 100 m

Si2iE Fachgebiet

Offen im Denken Nachrichtentechnische Systeme

@
0‘6



Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

B Substitutionen

U =u Uy = U

m Aquivalentes Diffentialgleichungssystem

U = Ug
dy= - (Gh—Cat3 Gy ud) ug — 10
5 = —— - 1 — Go -Gz - uj) - ug — i
C Lc C
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

B [mplementierung: Abtastfrequenz und Abtastzeitpunkte

1
fo=7  te=To+k-h

B Euler-Verfahren:

. . T L dy (L) = @ (Ix)
uk+1:uk—|—h-f(tk,uk) mit ug =

a2 (k)
as (tr)
f(te,0y) = A
1 2 iy (te) | to(tk)
= (G1 = Ga+3-Gs [y (¢ )-at—

= (G- o [in (80)]°) - (80) = =22 + 25
UNIVERSITAT Dr.-Ing. Stefan Bieder Computergestiitzte Ingenieurmathematik SoSe 2025 ‘
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

1
m Beispiel fiir G; =G =G5 =0, f, = = 50 MHz, N = 1 MSamples

Van-der-Pol Oszillator - Ohne Dampfung/Entdadmpfung

O "7 T 1 ...
——Euler
——analytisch
20 -
= 0 | i
\S/ ‘
20 -
_40 1 | 1 | 1 | | 1 |

-2 0 2 4 6 3 10 12 14 16 18
t [ms]
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

B Approximationsfehler

e(tk) = ﬂ(tk) - u(tk)

® Signal-zu-Gerausch-Leistungsverhaltnis

[u(ty)]”

=

S
N _g(haN)

M1

[e(t)])”

=2| =
_
Il
—

5
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

| Beispiel firGi =Gy =G3=0

Vglgl-der-Pol Oszillator - Signal-zu-Gerausch-Leistungsverhaltnis
betrachtetes Zeitintervall Ti.x — Tinin = 2 ms

betrachtetes Zeitintervall Ti,.x — Tinin = 20 ms

60

\

40

)
S
T

107! 10° 10! 10° 10°
1
Abtastfrequenz f, = ’ [MHz|
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

® Phasenregelkreis (phase-locked loop — PLL)

B Prinzipschaltbild

— Phasen- Regler
———»
—> Detektor (TP-Filter)
VCO
(voltage-controlled [+——
Oscillator)
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

B Analoger Phasenregelkreis

e Multiplizierer und Tiefpass wirken als nichtlinearer Phasendetektor

21 (t)

r1(t) = Ay - sin (wot + 1) Tiefpass-

Filter

5132(75) = A, - cos (th + QOQ)
Zg(t)

vVCO B

21(t) = A1 As - sin (wot + ¢1) - cos (wot + ©2)

AA . -
— 1T2 . [Sln (Spl — @2) 4+ sin (ZWOt + L1 + 802)]
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Ingenicurmathematik
9 Differentialgleichungen

e VCO-Momentanfrequenz: w2(t) = wo + k - 22(t)
e VCO-Ausgangssignal:

xo(t) = Ag - cos (wot +k- /

— 00

t

22(T) dT)

® Blockschaltbild fiir die Phase:

Sol(t) + A1Asy | zl(t> R I
—»Q—» sin() [ TC

pa(t)
! 22(t)
wa(t) =k - 29(T) dT |+
—00
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

) d
e Dgl. des Tiefpassfilters: RC - % =21 — %o
e Dgl. des VCO: % — k- 29
dt
AjAy
e Phasendetektor: 2= —5— sin (1 — p2)
dZQ 1 A1A2
e Dgl.-System: = - sin — — Z
gl.-Sy dt RC 9 (P1 — ¢2) 2
d(pz
2 _ k.
dt ’
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Ingenieurmathematik
9 Differentialgleichungen

e Beispiel fiir ein Eingangssignal: harmonisch frequenzmoduliertes
Signal

w1 (t) = wo + Aw - cos (wst)

x1(t) = A; - cos <w0t + Aw - sin (wst)>

WS

Aw |
@1(t) = — - sin (wgst)
ws

A1 A,

2”“j

e Halte-Frequenzbereich: Awy =
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Ingenicurmathematik
9 Differentialgleichungen

e Anwendung des PLL als Frequenzdemodulator

p1(t)

z(l) ’f + Ady (2O T

o— (1) = Aw - x(T) dr " 5 sin(+) —* C

- _ o T o
p2(t)
t z2(t)
pa2(t) =k / 2o(T) dT [
—00
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