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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

» Vorgange im Festkorper: el. Leitung, Leuchten, Absorption
—Elektronen

welchen Gesetzen folgen sehr kleine Teilchen?
Quantenmechanik

Beschreibung z.B. von Elektronen mit Wellenfunktionen

vvyYyy

Einfluss von und Wechselwirkung mit Licht

> Absorption on Lichtquanten mit Quantenenergie
» Emission als Umkehrprozess

» Experimente: Planck'sches Strahlungsgesetz, Photoeffekt,
Compton-Effekt
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Bewegungsgleichung

» Bewegungsgleichung beschreibt Antwort auf Krafte
» klassische Mechanik: Newton FF=m - a

» Losung der Newtonschen Gleichungen durch Koordinaten z; und
Geschwindigkeiten v;

» Quantenmechanik: Schrodingergleichung

v

Losung durch spezielle Wellenfunktionen
» heutige Vorlesung:

» genauere Definition von Begriffen in der Quantenmechanik
» Betrachtung einfacher QM Systeme
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Quantennatur des Lichts

» abzihlbare diskontinuierliche
Energiezustande W,, =n-h - f
» Quantenzahl n = {1,2,3,...}
> Wirkungsquantum h = 6,6 - 1073% Js w
> Frequenz f
» Einstein

»> Photonenenergie

Won =h- f=myp, - 0
» Impuls ppr = mpn -c=h- f/c Kiassisch
» Geschwindigkeit v, = ¢
» Ruhemasse mpn,0 =0
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Photonenenergie, -impuls und Wellenzahl

> Photon
» Photonenenergie Wy, = h - f = mpy -2
» Impuls ppn = mpn-c=h- f/c
» Geschwindigkeit v, = ¢
» Ruhemasse mpn,0 =0
» Welle und Frequenz A- f = ¢
> eingesetzt in Impuls pp, = h- f/c=h/\
> mit Wellenzahl k = 27 /X und i = h/(27)
> Impulsp="rh-k
»  und j'sind Vektoren —Richtung der Ausbreitung
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Erhaltungssatze

Photon

A Energieerhaltung

Impulserhaltung

Mikrosystem

» Mikrosystem: Elektronen im ...
> Atom
> Kristall
> allg. Festkorper
» Wechselwirkung mit Licht (Photonen)
> Absorption
» Emission
> Streuung

» ... (berprifbar mit einfachen Experimenten
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Energieerhaltung - Photoeffekt
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Metallelektroden

www.uni-due.de/bhe/ Festkorperelektronik — N. Weimann © 2025

Impulserhaltung - Compton-Effekt

» Experiment:
Streuwinkel-Verteilung
fur Elektronen und
Photonen N

Pon

n
=t
=

» Ausnutzung der
Energieerhaltung

» kann nur mit
Impulsiibertrag erklart
werden
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Materiewellen

» deBroglie: Umkehrung der Licht-Quantenhypothese
» Teilchenimpuls p=m-v=h/A="h -k
» Teilchenenergie W = %va =h-f=hw
mit Kreisfrequenz w = 27 f
» einem Teilchen mit Masse m wird zugeordnet
» (iber den Impuls: eine Wellenzahl k und damit eine Wellenldange A\
» iiber die Energie: eine Frequenz f bzw. w
» das fihrt zur Wellenfunktion W fiir das Teilchen
U(F,t) = C - exp [j(k Few- t)] — ebene Welle
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Wellenpaket

> ebene Welle hat keinen Schwerpunkt — Teilchenerhaltung?

» Summation von unendlich vielen ebenen Wellen zu einem

Wellenpaket
4a = [sin(2n + 1)z
U(z) = — i AL
() s Z [ 2n+1 ]

n=0
» Wellenpaket bewegt sich mit Gruppengeschwindigkeit
» Ortswahrscheinlichkeit?

> Absolutquadrat |¥|> = ¥ - T*

> U* ist konjugiert komplexe GroBe
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konjugiert komplexe GroBe

(a+37b)" = (a—jb)
[(a+5b)]* = (a+jb) - (a+jb)*
= (a+jb) - (a—jb) = a®+b

z=a+bi=re¥

L «p\ | Re
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Teilchenort und Normierung
der Wellenfunktion

» Wahrscheinlichkeit, das Teilchen am Ort zur Zeit ¢ im
Volumenelement dV zu finden

dPy (7, t) = |U(7,t)[2dV = (7, t) - (7, t)*dV
» Teilchenerhaltung: ein Teilchen muss sich im betrachteten Raum
befinden
» Integration liber den ganzen Raum muss 1 ergeben

»> Normierung fv dPy = fv LAV AN AVS L 1
> funktioniert fiir Wellenpaket
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Ebene Welle und Wellenpaket

oo 2 O = oy

v i L
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Teilchengeschwindigkeit

> ebene Welle U(7,t) = C - exp |j(k -7 —w - )

» Phasengeschwindigkeit
> stationire Wellenfront — k-7 —w -t =0

» daraus folgt vyn = § = ¢

» Gruppengeschwindigkeit (aus Wellenpaket)
> vy = ‘é—“,: beschreibt die Bewegung des Schwerpunkts des
Wellenpakets
» das ist der wahrscheinlichste Ort, das Teilchen anzutreffen
» Teilchenbewegung <> Bewegung der Schwerpunktkoordinate des
Wellenpakets
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Herleitung Gruppengeschwindigkeit
> verallgemeinertes Wellenpaket bei ¢ =0
a(z,0) :/ dk A(k)el*®

> Zeitentwicklung mit Phasenfaktor e =7« (%)

ol t) = / dk A(k)ed (ke=wt)

» fast monochromatisches Paket, A(k) — 0 fur k % ko

> ermdglicht Linearisierung um kg, d.h. w(k) = wo + (k — ko)w|,

mit wo = w(ko) und wj = a‘ggf) lk=ko

» einsetzen in Wellenpaket und “0" Terme aussortieren

Oé(l',t) _ ej(koszot) > dkA(k,)ej(kka)(sz(’)t)

— 00

ebene Welle (Phase)

Einhiillende (Schwerpunkt)
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Unscharferelation

» bestimmte Paare von physikalischen GroBen lassen sich nicht
gleichzeitig messen

> konjugierte GroBen mit Produkt “Wirkung” [Js]
» Ort und Impuls Az - Ap > h/2

» Energie und Zeit AW - At > h/2

» grundlegendes Prinzip der Quantenmechanik

>

folgt aus der Wellennatur der Beschreibung von Zustanden
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Unscharferelation: Beispiel

» Uberlagerung von zwei ebenen Wellen — Schwebung
» zwei Wellenfunktionen mit leicht unterschiedlicher . ..

» Wellenzahl k und k + Ak
» Frequenz w und w + Aw

Uy = O - edlha—wt)
Ty = O - eIk ARz —(wtdw)]

» Uberlagerung: Summation ¥ = ¥, + U,
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Schwebung: eine Welle

5
1
0
_1 —
2 | | | |
0 500 1000 1500 2000

18

Schwebung: zwei Wellen

g

I I I I I
0 500 1000 1500 2000
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Schwebung: zwei Wellen (Detail)

800 1000 1200
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Schwebung: zwei Wellen und Summe
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WwWw. uni—due.de/bhe/ Festkérperelektronik — N. Weimann © 2025

21

Schwebung: zwei Wellen und Summe (Detail)

700 800 900 1000 1100 1200
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Schwebung: Summe = Uberlagerung

”_
L |
0
_1—
27 | | | |
0 500 1000 1500 2000

U ="+, =C exp{jlker —wt)} - [1 4+ C - exp{j(Akx — Awt)}]
Abstand der Maxima in der Schwebung A/2 = 27 /Ak
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Schwebung & Unscharfe

» Ortsunschirfe - Ausdehnung eines Wellenbauchs Az ~ 27 /Ak
dazu Impuls aus Wellenzahl p = ik — Ap = hAk

> eingesetzt: Ax - Ak ~2rh=h
(genaue Herleitung: zusatzlicher Faktor 2)

v

» Unscharferelation hat nichts mit Messfehlern zu tun!

> wegen der Wellenbeschreibung sind die konjugierten GréBen nicht
gleichzeitig exakt bestimmbar

Nk o kN

I T T T 1
0 500 1000 1500 2000
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Zusammenfassung der Konzepte

» Beschreibung der Zustande mit Wellenfunktionen
> freie Teilchen als Wellenpakete darstellbar —
erfillen Unscharferelation und Normierbarkeit
> Es gelten im Mikrosystem (z.B. Elektron + Photon) Erhaltungssitze

> fiir die Energie
> fiir den Impuls

» Energie ist gequantelt, d.h. die Energie in einem Zustand ist ein
ganzzahliges Vielfaches einer kleinsten Portion, z.B.
Photonenenergie Wy, = n - hv

> quantenmechanischer Impuls pp, = h - k
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Bewegungsgleichung

www.uni-due.de/bhe/ Festkorperelektronik — N. Weimann © 2025

26

Bewegungsgleichung

Beschreibung der Zustande mit Wellenfunktionen
Einfluss durch Felder
Entwicklung des Systems beschrieben durch Bewegungsgleichung

klassische Mechanik: Newton, Hamiltonfunktion

vV vYyyvyy

Quantenmechanik: Schrédingergleichung
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Schrodingergleichung

» Bewegungsgleichung der Quantenmechanik

K2 0
AT -V T = —jh—
2m J ot

» Laplace-Operator: Impulsoperator> — kinetische Energie

02 02 02
A=—+-—+=—
ox® oyt 927
» Potential V' (inneres und duBeres)

» Energieoperator —jh%
— Gesamtenergie des Mikrosystems
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Schrodingergleichung

» kann nicht abgeleitet werden %A\Il -V.U= —jh%\ll

» alle bekannten quantenmechanischen Vorgéange sind aber Losung der
SG
— Beleg fur ihre Giltigkeit

» Aquivalenz zum Hamilton-Operator der klassischen Mechanik
— dieser gilt fiir makroskopische Koérper, und die SG geht fiir groBe
Massen in diesen iiber

H(g,p,t) = 5~ +V(q)
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Losung des Problems

1. Formulierung fiir V, z.B. Coulomb-Potential

2. Randbedingungen aus der Geometrie

3. suche eine Funktion, die Lésung dieser SG — das ist die gesuchte
Wellenfunktion ¥

4. alle weiteren GroBen (besser, deren Erwartungswerte) kénnen dann
aus W berechnet werden, indem Operatoren angewendet werden
» Ortskoordinate mit Absolutbetrag ¥* W
» Geschwindigkeit mit Impulsoperator —jha%\lf
» Zustandsenergie mit Energieoperator —jh%\l}

5. Erwartungswertbildung durch Integration, z.B.

p= —jh/qz*ﬁwi”’x
ox
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Vereinfachungen

» Schrodingergleichung ist partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung in den Variablen z und ¢
— allgemeine Lésung nicht so einfach

» abkiirzende Schreibweisen ¥’ fiir ‘g—‘i’ und ¥ fiir %—‘f in 1-D

K2 020 ov

BT VAN A et

om otV 5
K2 .
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Vereinfachungen

> Idee: trenne Zeit- und Ortsabhangigkeit

» Potential V = f(z) und V # f(t) — zeitliche Konstanz
> gilt fiir Festkorper-Elektronen, da sich die (relativ) schweren Atome
nur langsam im Vergleich zu den Elektronen bewegen

» Ansatz U(z,t) = O(x) - ¢(t) in S.Gl. einsetzen
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Vereinfachungen: Variablentrennung

> Ansatz U(z,t) = O(x) - ¢(t) einsetzen in S.Gl.

h2 .
5V VU= —jhb
m

h2
—0"-0p-V-0-p=—jh0¢
2m

» Division durch © - ¢

h2 o <,0

Y YV =—_ip”

2m © J %)
» linke Seite nur von = abhangig, rechte Seite nur von ¢ !!

» weil z und t voneinander unabhangig sind,
muss gelten L.S. = R.S. = —W (Konstante)
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rechte Seite

. . 2 " . 5
> Dgl. 1. Ordnung —jhZ = —W (von e V= —jhE)
» Dgl. 1. O. — kann mit Differentialen dy, dt rechnen
; dp 1
hE =W = % S =W
@ at ¢

d
— —jhf =W -dt

> Integration: —jhlnyp = —W -t + A (Konstante A = 0)

W W
ln@:—]?-t — @Y =exp —jEt

» DeBroglie-Welle ¢ = exp (—jwt) mit W = hw
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linke Seite

» Schrodingergleichung in getrennten Variablen

ﬁ2 @//

P
L YV =_ipZ
2m © J %)
» Dgl. 2. Ordnung
h2 e
me =W

» Multiplizieren mit ©

h2 1

> zeitunabhingige (stationidre) Schrédingergleichung

» beschreibt z.B. Bewegung von Elektronen im Festkorper, die ihre
Energie beibehalten (elastische Streuung)
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Beispiele zur Losung der Schrodingergleichung
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freies Teilchen (V' = 0)

. 2
» wir definieren k% = h—TW
» Einsetzen mit V' = 0 in zeitunabhangige Schrédingergleichung

h2
0" + k0 =0

> Ansatz O(x) = c(k) exp(jkx) ist eine spezielle Lésung (speziell fir
das eine k, das beliebig gewahlt werden kann)

» sieht man direkt durch Einsetzen,
2. Ableitung —Faktor —k?
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freies Teilchen (V' = 0)

» spezielle Lésung O(z) = c(k) exp(jkz)
> allgemeine Lésung als Uberlagerung (Superposition) unendlich vieler
spezieller Lésungen mit variablem k

O(x) = / c(k) exp(jkz)dk
» gesamte Wellenfunktion mit Lésung der R.S.
U(z,t) =0(x) o(t) = / c(k) exp [j(kx — wt)] dk

— 00

» mit c¢(k) — 0 fir |k| — oo ... Wellenpaket
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Teilchen an einer Potentialstufe

W,V ,

region | region |l

0 X

» Elektron trifft von links kommend auf Potentialstufe auf
» klassisches Verhalten:

» Reflexion fiir Wiin < Vo
» Transmission sonst

» Schrédingergleichung 7
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Teilchen an einer Potentialstufe

» Beschreibung fiir Elektron an ...

> Festkorper-Vakuum-Grenzflache (Oberflache)
> pn-Ubergang (Diode)
> Metall-Halbleiter-Kontakt

» direkter Bezug zu elektronischen und optischen Bauelementen
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Teilchen an einer Potentialstufe

> Region | (x <0)

W,V
> Vi=0
> Wi = Wiin,1 Vo——mm
» Region Il (z > 0) region | region ||
> Vii=W
> Wi = Wiin,1 + Vo )

» Losungsweg
> U wird in Regionen | und Il getrennt berechnet (verschiedene
Ansatze W1 und Pyp)
» Anpassung der Ansatze bei z = 0;
Stetigkeit und Differenzierbarkeit
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Stetigkeit und Differenzierbarkeit

> Stetigkeit U1(z = 0) = Up(z = 0)
» Wellenfunktion muss kontinuierlich sein, darf keine Spriinge machen
> sonst ware die Kontinuitdtsgleichung verletzt
» Teilchenerhaltung beim Durchgang durch Grenzflache

> Differenzierbarkeit ¥{(z = 0) = U;(x = 0)
> Ableitung der Wellenfunktion nach dem Ort muss kontinuierlich sein

» Impulsoperator = Ortsableitung
» Erhaltungssatz fiir Impuls
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Teilchen an einer Potentialstufe

> Aufstellen der stationdren Schrédingergleichung in Regionen | und I

Uy = kiU
It = =k W
2mW
M=\ TR
Qm(W - Vo)
M=\ =

> getrennte Ansatze auf beiden Seiten — spezielle Lésung bei
konstantem Potential

Uy(x) = Ayexp (jkix) + Byexp (—jkiz)
Uni(z) = Ampexp (jknz)
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Teilchen an einer Potentialstufe

» drei Unbekannte in den Ansatzen

Uy(x) = Ayexp (jkix) + Byexp (—jkiz)
\IJH (.7,‘) = AH exp (]knl’)

mit rechtslaufenden Wellenamplituden Ay, A und linkslaufender
Amplitude B
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Teilchen an einer Potentialstufe

» Stetigkeit und Differenzierbarkeit

0)
0)

Wy

1 U (x
y(

=V
= ‘I’h(m

0)
0)

T
T
» mit den Ansatzen

Uy(x) = Ayexp (jkix) + Byexp (—jkizx)
V() = A exp (jkuw)

» bei = 0 ist der Phasenfaktor exp(...) = 1 und Stetigkeit und
Diff'barkeit geben 2 Gleichungen fiir die 3 Unbekannten

Ar + Br = An
JjkiAr — jkiBr = jknAn
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Teilchen an einer Potentialstufe

» 2 Gleichungen fiir die 3 Unbekannten

Ar+ By = An
JktAr — jkiBr = jkunAn

» aber: es interessiert nur das Verhaltnis von vor- zu riicklaufendem
Teilchenstrom:
Transmissions- und Reflexionskoeffizient

» also nur zwei Unbekannte in zwei Gleichungen — eindeutig |6sbar
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Teilchen an einer Potentialstufe

» 2 Gleichungen fir die 3 Unbekannten (2. Gl durch j geteilt)

A1+ By = An
k1Ar — kiBr = knAn

» umformen
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Teilchen an einer Potentialstufe

» 2 umgeformte Gleichungen

» einsetzen in die Ansatze fir die Wellenfunktionen in Bereich | und Il

_An ki ke ki ke

\I/H(I) = Ap ,ejkuz
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Teilchen an einer Potentialstufe

» Wellenfunktionen Wy und ¥y

_An ki) ks ku\ ik
\I/H(x) = Ay - ejkux

» Ajp ist ein unbestimmter Faktor
» es interessieren nur die Verhaltnisse

> Reflexionskoeffizient R
= refl. Teilchenstrom / einf. Teilchenstrom = B;/A;
» Transmissionskoeffizient T’
= transm. Teilchenstrom / einf. Teilchenstrom =Ay1/A;
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Teilchen an einer Potentialstufe

—

» Teilchenstromdichte S =n - v
> Konzentration [n] = cm™>
> Geschwindigkeit [v] = cm/s
» Konzentration aus der Aufenthaltswahrscheinlichkeit mit der
Gesamt-Teilchenzahl N

n=N. 0U*

» Normierung auf 1 Teilchen und Einsetzen in Stromdichte

o=
§=S/N
=
=vVUy* .9y
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Teilchen an einer Potentialstufe

» Wellenfunktionen mit
» rechtslaufenden Wellenamplituden Aj, Ay und

» zuriicklaufender Wellenamplitude Bi
Wy(z) = Arexp (jkiz) + Brexp (—jkiz)
Uii(x) = A exp (jkne)

» Stromdichte §= UU* . ¢

» Reflexionskoeffizient R und Transmissionskoeffizient T°

& BB U

R — .
5 AlAY o
— —
oo S AnAf v
s AAr
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Fall 1: Teilchenenergie W < V

» rein imaginare Wellenzahl in Uyi(z) = Ajrexp (jkiz)

2m(W — Vi)

k= =

» Definition einer reellen GroBe kj; = kir/j

, 1 2m(W —-Vy) 1 2m(Vo = W)
= — . _ L = . ‘/_1 .
Ky j K2 j K2
2m(Vo — W)
VTR

> exponentiell abklingende Amplitude
» Eindringtiefe 1/k{; —nichtklassisches Verhalten
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Fall 1: Teilchenenergie W < V

» Reflektionskoeffizient

R_?I_BIBI* o
TS AA} T

» elastische Streuung: kein Energieiibertrag an die Potentialstufe,
kinetische Energie ist erhalten

7= %]

» damit wird der Reflektionskoeffizient

_ BiBy
O AA
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Fall 1: Teilchenenergie W < V

» mit Beziehung zwischen Koeff. A, B und Wellenzahlen k

_An kip _An ki

» und rein imag. ki = jki; folgt fir R
_ B
YR

(- 5)- (-5 () ()

k1
() o) (T ()

» alle Teilchen werden reflektiert, weil die Potentialstufe unendlich
weit ausgedehnt ist und die Amplitude der Wellenfunktion in der
Stufe exponentiell abnimmt

R
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Fall 2: Teilchenenergie W > V,

» aus den Wellenfunktionen mit reellem kp, ki von sich
fortbewegenden Teilchen

_An K\ ke ki ke
Ui(x) = 5 Kl—l—k)e +(1 )€

! I
\IJH(CL‘) = AH . ejknw

> mit Beziehung zwischen Geschwindigkeit und quantenmechanischem
Impuls

h h
v = ka und v = 7]51
m m

» wird der Transmissionskoeffizient T’

— —
st AnAf v AnApn ko

T=%= AAT T AAT Ry
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Fall 2: Teilchenenergie W > V,

» Transmissionskoeffizient T'

— —
st Andp v Andf ko

T: = . =
S OAAY v ALA R

» Amplituden A; und Ajr beschreiben die Ortswahrscheinlichkeit und
kénnen wegen der Normierung der Wellenfunktion [ W¥*dV =1 als
reell gewdhlt werden: A; = A}, also A; A} = A?

_Audiy kA R
AAr kAT Ry

T
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Fall 2: Teilchenenergie W > Vj

» mit Beziehung zwischen Amplituden A; und Wellenzahlen k;

An kit
A= 22  (14+ 22
1 5 <+k:1)

» wird der Transmissionskoeffizient

_&.@_4 Ky
A ko 2
T

> fir W > Vj ist ki1 ~ kr und damit T — 1, vgl. klass. Mechanik

> fir W = Vg ist T < 1 und damit R > 0, das gibt es nur in der
Quantenmechanik!
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Zusammenfassung 2. Vorlesung

» Wellenpaket und Teilchengeschwindigkeit
» Schwebung mit komplexen Zahlen

» Schrédinger-Gleichung, mit Variablentrennung stationére und
zeitabhangige S.Gl.

> freies Teilchen in der Schrédingergleichung
» Teilchen an der Potentialstufe

> Stetigkeit und Differenzierbarkeit zur Lésung der S.Gl.
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Ausblick auf 2. Ubung

» Photoeffekt mit Rechnungen
» Unscharfe in der QM und in der klassischen Physik
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Danke fur lhre Teilnahme
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