Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Festkorperelektronik

» Elektronen = Wellenfunktionen

Vorlesung 3 » Normierbarkeit und geometrische Randbedingungen
» Wellenpakete, Schwebung

Prof. Nils Weimann » Bewegungsgleichung —Schrédingergleichung
IW / Bauelemente der Hochstfrequenzelektronik (BHE) > Trennung der Variablen Ort und Zeit

» zeitunabhangige Schrodingergleichung

24.04.2025 » einfache Anwendungen dazu

DS R 6 > freies Elektron — Wellenpaket

Offen im Denken > Potentialstufe
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Bewegungsgleichung

» Beschreibung der Zustande mit Wellenfunktionen

Bewegungsgleichung > Einfluss durch Felder

» Entwicklung des Systems beschrieben durch
Bewegungsgleichung

» klassische Mechanik: Newton, Hamiltonfunktion

» Quantenmechanik: Schrodingergleichung
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Schrédingergleichung

» Bewegungsgleichung der Quantenmechanik

h? 0
— AV -V . U =—jh—VU
2m J ot

» Laplace-Operator: Impulsoperator? — kinetische Energie

e &
ot 9y 92?

» Potential V' (inneres und duBeres)

0
» Energieoperator —jha
— Gesamtenergie des Mikrosystems
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Schrédingergleichung

h2
» kann nicht abgeleitet werden — AV — V. U = —jhgllf
2m ot

» alle bekannten quantenmechanischen Vorgange sind aber
Losung der SG
— Beleg fiir ihre Gliltigkeit

» Aquivalenz zum Hamilton-Operator der klassischen
Mechanik
— dieser gilt fir makroskopische Kérper, und die SG geht

fir groBe Massen in diesen lber
2

H(g,p,t) = prm +V(q)
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Losung des Problems

1. Formulierung fur V', z.B. Coulomb-Potential
2. Randbedingungen aus der Geometrie

3. suche eine Funktion, die Losung dieser SG — das ist die
gesuchte Wellenfunktion &

4. alle weiteren GroBen (besser, deren Erwartungswerte)
konnen dann aus W berechnet werden, indem Operatoren
angewendet werden

» Ortskoordinate mit Absolutbetrag U*W

0
» Geschwindigkeit mit Impulsoperator —jha—\II
z

» Zustandsenergie mit Energieoperator —jha\If
5. Erwartungswertbildung durch Integration, z.B.
0
p=—jh[U"—VUd3x
Ox
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Vereinfachungen

» Schrodingergleichung ist partielle Differentialgleichung
zweiter Ordnung in den Variablen = und ¢
— allgemeine Losung nicht so einfach
» Idee: trenne Zeit- und Ortsabhangigkeit
» Potential V = f(z) und V # f(t) — zeitliche Konstanz
> gilt fir Festkorper-Elektronen, da sich die (relativ)
schweren Atome nur langsam im Vergleich zu den
Elektronen bewegen
» Ansatz U(z,t) = O(x) - p(t) in S.Gl. einsetzen

U : U
» Abkiirzungen ¥’ fiir ov und ¥ fir — in 1-D
Ox ot

% 0%V ov
~ Y VU= —jh
2m Ox? J ot
h? .
— U VU= kY
m
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Vereinfachungen: Variablentrennung

» Ansatz V(z,t) = O(x) - p(t) einsetzen in S.Gl.

h? .
S =V = —jhb
m

h2

» Division durch © - ¢

» linke Seite nur von x abhangig, rechte Seite nur von ¢ !
» weil x und t voneinander unabhangig sind,
muss gelten L.S. = R.S. = —W (Konstante)
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rechte Seite

2 "

P L P
» Dgl. 1. 0. —jh— = — = _V=_—jhpY
gl 1.0. —j W (von —— 1% j QO)
— kann mit Differentialen dy, dt rechnen
‘ dp 1
JhE = W = . = = W
@ dt

d
— = Wt
¥
» Integration: —jhlngp = —W -t + A (Konstante A = 0)

W W
Inp = —jﬁ 1 = Y =-exp (—jht>

» DeBroglie-Welle ¢ = exp (—jwt) mit W = hw
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linke Seite
» Schrodingergleichung in getrennten Variablen
h2 @// 90
LYy =it
2m © J ©
» Dgl. 2. Ordnung
h2 @//
—— =V =-W
2m ©
» Multiplizieren mit ©
h?
—O0"+(W-V)0=0
59+ ( )

> zeitunabhangige (stationare) Schrodingergleichung
» beschreibt z.B. Bewegung von Elektronen im Festkorper,
die ihre Energie beibehalten (elastische Streuung)
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Beispiele zur Losung der

Schrodingergleichung
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freies Teilchen (V = 0)

» wir definieren k2 = 2}:;W

» Einsetzen in zeitunabhangige
2

I3
Schrédingergleichung 2—6” +(W-V)o=0
m
0" +kK0=0
Ansatz fiir die spezielle Losung ©(x) = c(k) exp(jkx)
allgemeine Losung als Uberlagerung (Superposition)
unendlich vieler spezieller Losungen mit variablem &

O(x) = /_O:o c(k) exp(jkx)dk

gesamte Wellenfunktion mit Lésung der R.S.
W(a,t) = O) - p(t) = [ elk) exp[j(ke — wb)] dk

» mit ¢(k) — O fiir |k| — oo ... Wellenpaket
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Teilchen an einer Potentialstufe

> Wit = Whin1 + Vo
» Losungsweg
» W wird in Regionen | und Il getrennt berechnet
(verschiedene Ansatze ¥y und W)

» Anpassung der Ansatze bei z = 0;
Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Festkorperelektronik — N. Weimann © 2025
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» Region | (z <0)
> V=0 A
> Wi = Whin,1 (V7 EE—
» Region Il (z > 0)
> Vir="%
0

Teilchen an einer Potentialstufe

» Beschreibung fir Elektron iibertretend
» Festkorper-Vakuum-Grenzflache (Oberflache)

» pn-Ubergang (Diode)
» Metall-Halbleiter-Kontakt
» Elektron trifft von links kommend auf Potentialstufe auf

» klassisches Verhalten:
» Reflexion fiir Wiin < V

» Transmission sonst

» Schrodingergleichung 7

W,V
Vo

region | ] ‘ region |l
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Stetigkeit und Differenzierbarkeit

> Stetigkeit ¥;(z =0) = ¥ ;(z =0)

» Wellenfunktion muss kontinuierlich sein, darf keine

Spriinge machen
» sonst ware die Kontinuitatsgleichung verletzt

» Teilchenerhaltung beim Durchgang durch Grenzflache
» Differenzierbarkeit ¥ (z = 0) = ¥/, (z = 0)
» Ableitung der Wellenfunktion nach dem Ort muss

kontinuierlich sein
» Impulsoperator = Ortsableitung

» Erhaltungssatz fiir Impuls

Festkorperelektronik — N. Weimann © 2025
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Teilchen an einer Potentialstufe

» Aufstellen der stationdren Schrédingergleichung in
Regionen | und Il

U = — k20,
vy, = _k%I\IIU
2mW
kr = s
2m(W — 1)
T

» getrennte Ansatze auf beiden Seiten — spezielle Losung
bei konstantem Potential

U,(x) = Arexp (jkrx) + Brexp (—jkrx)
\D[[({E) = A[[ exp (jk?[[l’)
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Teilchen an einer Potentialstufe

» drei Unbekannte in den Ansatzen

U (z) = Arexp (jkrz) + Brexp (—jkrz)
\I’[[(FL') = AU exXp (]k}[fﬂ)

mit rechtslaufenden Wellenamplituden A;, A;; und
linkslaufender Amplitude B;
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Teilchen an einer Potentialstufe
» Stetigkeit und Differenzierbarkeit
\If](x = 0) = \If[[(l’ = 0)
Uy (z=0) =V (z =0)
» mit den Ansatzen
U (z) = Arexp (jkrz) + Brexp (—jkrz)
Uii(x) = Arpexp (jkix)

» bei x = 0 ist der Phasenfaktor exp(...) = 1 und
Stetigkeit und Diff'barkeit geben 2 Gleichungen fiir die 3
Unbekannten

A+ Br=Apg
Jk1Ar — jkiBr = jkir A
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Teilchen an einer Potentialstufe

» 2 Gleichungen fir die 3 Unbekannten

A;+ Br = Aqg
JkiAy — jkiBr = jkirApr

» aber: es interessiert nur das Verhaltnis von vor- zu
ricklaufendem Teilchenstrom:
Transmissions- und Reflexionskoeffizient

» also nur zwei Unbekannte in zwei Gleichungen
— eindeutig l6sbar
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Teilchen an einer Potentialstufe

» 2 Gleichungen fiir die 3 Unbekannten (2. Gl durch j
geteilt)

Ar+Br=Ap
kiAr — kiBr = kA

» umformen

2 kr
AII kII
By =M (1B
2 kr
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Teilchen an einer Potentialstufe

» 2 umgeformte Gleichungen

» cinsetzen in die Ansatze fur die Wellenfunktionen in
Bereich | und Il

_Aqr kir\ ke ki) _ikra
Ui(z) = 5 Kl—i— k})e + |1 » e

\If[](ﬂﬁ) — AII . ejknx
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Teilchen an einer Potentialstufe

» Wellenfunktionen ¥; und Yy,

Al Krr\ ke kir\ _ikye
Uy(x) = 5 [<1+k1)€ + (1 h e

\I/][<[E) — AII . ejknx

» A;; ist ein unbestimmter Faktor
» es interessieren nur die Verhaltnisse
» Reflexionskoeffizient R
= refl. Teilchenstrom / einf. Teilchenstrom = By /A;
» Transmissionskoeffizient T'
= transm. Teilchenstrom / einf. Teilchenstrom =A;;/A;

www.uni-due.de/bhe/ Festkorperelektronik — N. Weimann © 2025 23

Teilchen an einer Potentialstufe

» Teilchenstromdichte S = n - ¥

» Konzentration [n] = cm™3
» Geschwindigkeit [v] = cm/s

» Konzentration aus der Aufenthaltswahrscheinlichkeit mit
der Gesamt-Teilchenzahl N

n=N- -UU*
» Normierung auf 1 Teilchen und Einsetzen in Stromdichte

s

/N
U . i

I
e Uy
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Teilchen an einer Potentialstufe

» Wellenfunktionen mit

» rechtslaufenden Wellenamplituden A;, A;; und
» zuriicklaufender Wellenamplitude By

U(z) = Arexp (jkrx) + Brexp (—jkx)
\P[[(.'L') = A[[ exp (]kf[[l’)

» Stromdichte s = VVU* . ¢

» Reflexionskoeffizient R und Transmissionskoeffizient 1’

R_ 5 _ BB 1y
51 AAT U
— —
sip Al g

T = —
S5 AAT U
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Fall 1: Teilchenenergie W < Vj

» rein imaginare Wellenzahl in Wy, (x) = Ajjexp (jkix)

2m(W — Vp)

kir = 72

» Definition einer reellen GroBe k7, = kyr/j

I 2m(W—-V,) 1 2m (Vo — W)
K o=y — ]y
17 ] K2 ] K2
2m(Vo — W)
K2

» exponentiell abklingende Amplitude mit Eindringtiefe k/;

» nichtklassisches Verhalten
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Fall 1: Teilchenenergie W < Vj

» Reflektionskoeffizient

RiEiBIBf or
s AA U

» elastische Streuung: kein Energielibertrag an die
Potentialstufe, kinetische Energie ist erhalten

7| = %]
» damit wird der Reflektionskoeffizient
B Bj
R=
A Ay
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Fall 1: Teilchenenergie W < Vj

» mit Beziehung zwischen Koeff. A, B und Wellenzahlen k

AII kII AII k[]
P A (U I O
=7 <+k1>”” =7 ( k:1>

» wird der Reflektionskoeffizient mit rein imag. ki = jki;
B;B:

k=34

ikl ik ik}, ik},
1— 1= 1— (1
() ) ) L) |

(L Tk AN L ik |
1 -1 l4+—=1][1-—
<+k1>(+k1 T ks

» T = 1 wegen nach rechts unendlicher Potentialstufe,
in der Stufe nimmt W exponentiell ab
» Teilchenerhaltung vergleichbar mit klassischer Physik

www.uni-due.de/bhe/ Festkorperelektronik — N. Weimann © 2025

28




Fall 1: Teilchenenergie W < Vj

Verlauf der Wellenfunktion an der Potentialstufe
w, v

v

www.uni-due.de/bhe/ Festkorperelektronik — N. Weimann © 2025 29

Fall 2: Teilchenenergie W >V}

» aus den Wellenfunktionen mit reellem k;, k;; von sich
fortbewegenden Teilchen

_Apg krr\ ke Kir\ _ikye
U, (x) = ) [(1—}—]{])6 + (1 " e

\IIII(:E) = Aj - eIk

» mit Beziehung zwischen Geschwindigkeit und
quantenmechanischem Impuls

vrr = *k[] und vr = *k‘[
m m
» wird der Transmissionskoeffizient

— —,
sit _ AnAy v AuAln ko

T = = = .
S5 AAT U AAT Ky
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Fall 2: Teilchenenergie W > Vj

» Transmissionskoeffizient

— —
7 S A v AuAn ko
S5 AAT v AAY Ky

» Amplituden A; und A;; beschreiben die
Ortswahrscheinlichkeit und konnen wegen der Normierung
der Wellenfunktion [ WW*dV =1 als reell gewahlt
werden: A; = A%, also A;Af = A?

T:A”A}KI.@:&.@
A Tk A2k
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Fall 2: Teilchenenergie W > Vj

» mit Beziehung zwischen Amplituden A; und

Wellenzahlen k;
Arr krr
A= — |1+ —
= ( * k,)

» wird der Transmissionskoeffizient

ki
T = & . @ = 4#
A% kr 1_’_@ 2
kr
» fir W > Vj ist k;r ~ k; und damit 7" — 1, vgl. klass.

Mechanik
> fur W = Vyist T' < 1 und damit R > 0, das gibt es nur
in der Quantenmechanik!
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Fall 2: Teilchenenergie W >V}

» Verlauf der Wellenfunktion an der Potentialstufe

» geringere kinetische Energie tiber der Potentialstufe

w, v

R —
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endliche Potentialbarriere

region | region Il region |ll

» Potentialbarriere mit endlicher Ausdehnung a
» Stufe der Hohe Vj

» ahnlicher Losungsweg
» Ansatz mit 3 Wellenfunktionen fiir die Bereiche | — IlI
» Stetigkeit & Differenzierbarkeit
» zeitunabhingige Schrédingergleichung
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endliche Potentialbarriere

w, Vv
Vo

region | region Il region Il

» Potentialverlauf
> Vi =0fiirz<0
> Vir=Wfir0<z<a
» Viir=0firx>a
» Wellenfunktionen W;, W;;, Wy
mit den Koeffizienten A; und B; miti = {[,11,11]}
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endliche Potentialbarriere

Sechs Unbekannte in den Wellenfunktionen

U,(z) = Aie?™® + Bie M mit i = {I,11,111}

keine riicklaufende Welle in Bereich lll, By;; =0
Stetigkeit W; = W;; bei x =0

Stetigkeit W = Uy bei x = a

Diff'barkeit U} = W', bei x =0

Diff'barkeit W, = W/, bei z = a
Teilchenerhaltung im gesamten System 7'+ R =1

o o & whd o=
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endliche Potentialbarriere

» mit Energieerhaltung k;;; = kg
» Transmissionskoeffizient T" fir W < 1}

-1

T _ AIUA?II ’U][[| 1 i sinhQ(k‘Ha)
ArA7 g 4K (1_W>
Vo Vo
» und far W >V
-1
T — AIIIA?II |’U][[| 4 SinhZ(kJ[](l)
ArA; |UI| 4[ (W_1>
Vo \ Vo
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endliche Potentialbarriere

» Transmissionskoeffizient T" fur W < 1

o - Amrdin |11 _ s sinh®(kya)
L Vo Vo/
» und fir W >V
T AHIA[U |UHI| 14 SinhQ(k;Ha)
g ()
Vo \Vo |

» es gilt fir W < V4 nicht T'= 0 wie in der klass
sondern 7" > 0

» es gilt fir W > V nicht T'=1, sondern T" < 1
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Tunneleffekt W < Vj

» endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der Barriere,
exponentiell abklingende Amplitude der Wellenfunktion

» einige Elektronen tunneln durch die Barriere: niedrigere
Amplitude auf der rechten Seite

» Energieerhaltung: Wellenlange bleibt gleich

v, L A=

/\:
AR

L »
\J Ul .| a0

region | region Il region Il

v

0 a X
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Tunneleffekt W < Vj

Atompotential im Festkorper:
Barrierenbreite 2 A, Barrierenhohe 10 eV

T a=2*10%cm
V,=10eV
1
0 1 1 | 1
0 1 2 3 W/V —
Wi}V
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Tunneleffekt W < Vj

Grenzflache Halbleiter-Metall:
Barrierenbreite 10 A, Barrierenhdhe 1,5eV

w
Metall Halbleiter
T a=110" cm
V,=15eV
1

X

Gluhemission, Photoeffekt

- @ - } T I

unnelstrom

0 f . . . - eo—
0 1 2 3 WiV — ”

www.uni-due.de/bhe/ Festkorperelektronik — N. Weimann © 2025 41

gebundene Teilchen
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gebundene Teilchen

» konnen einen eng begrenzten Bereich nicht verlassen
—z.B. Elektron um einen Atomkern

» Bindung durch Potential
—z.B. Coulomb-Potential, Anziehung pos./neg. Ladung

» Quanten-Effekte bei atomar kleinem Begrenzungsvolumen
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Elektron im Potentialtopf

Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden

V., W
—a/2 +a/2
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Elektron im Potentialtopf

» zeitunabhangige S.GlI. fir Wellenfunktionen im
Potentialtopf und auBerhalb

O'(z) = —k*0(z) V=0  —
O(x)=0 V=00 sonst

» Elektron ist im Potentialtopf eingesperrt

» Bedingungen an den Randern des Potentialtopfs (wegen
unendlich hoher Wande kein Eindringen des Elektrons in

die Barriere)
a
0 (+5) =0
2
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Elektron im Potentialtopf

» Ansatz fiir die Losung

O(xr) = Ae*™ 4 Bemikr

2mW

k= 2

» Uberlagerung von rechtslaufender und linkslaufender
Welle

» stehende Welle |A| = | B| wegen elastischer Reflektion des
Elektrons an den unendlich hohen Potentialwallen
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Elektron im Potentialtopf

» fiir eine stehende Welle mit gleichen vor- und
ricklaufenden Amplituden |A| = |B| gibt es zwei
Losungsfunktionen

Ou(z)=A (ejk““’ + e_jk“z) = 2A cos (k,x)
Oy(x)=A (ejkgx - e*jkﬂ) = 2jAsin (kyx)

» Losung ©, mit ungerader Symmetrie um x = 0
» und Lésung ©, mit gerader Symmetrie um z = 0

> allgemeine Losung als Uberlagerung von ©,, und ©, mit
vielen moglichen £, und k,, die aus den
Randbedingungen folgen

www.uni-due.de/bhe/ Festkorperelektronik — N. Weimann © 2025

47

Sinus, Kosinus und exp (jz2)
Drehung um Winkel z oder —z von 1 + j0 = +exp(0)
Y
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Elektron im Potentialtopf

» Randbedingung an den Randern des Potentialtopfs

@(ii) ~0

» einsetzen in Losungsfunktionen

Ou(x) = 2A cos (k,x)
O4(x) = 2Asin (kyx)
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Elektron im Potentialtopf

» und die erlaubten Werte fiir &,
a L a
O, <:|:2> =0 = 2jAsin <:|:k‘g2> =0

= k-

(OIS
I
S
\

== ky

)

a
mit

g=1{2,4,6,...}
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Elektron im Potentialtopf

» gibt die erlaubten Werte fir k,

o, (i;) —0 = 24 cos (iku;> —0

T
e ku — P
4y
— k,=u
a
mit
uw=1{1,3,5,...}
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Elektron im Potentialtopf

» die Losung fiir die Wellenfunktion ist also

cos (n . Zx) farn ={1,3,5,...}
O,(z) =2A-

jsin (nﬂx> fiir n = {2,4,6,...}
a
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Elektron im Potentialtopf

» und mit der Beziehung zwischen £ und W

R

2m

folgt flr die erlaubten Energiewerte

2 2 2
Wn—h (nﬂ> _ b -n? firn=1{1,2,3,...}

T 2m a)  8ma?
» die Energie im Potentialtopf ist gequantelt
» der Grundzustand besitzt die Energie
B2

Wy = —
'™ 8ma?

>0

denn fir n =0 ist kK = 0, d.h. ¥ = konstant L 0
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Zusammenfassung 3. Vorlesung

» Wellenfunktionen fiir Teilchen
» Schwebung mit komplexen Zahlen

» Schrodinger-Gleichung, mit Variablentrennung stationare
und zeitabhangige S.Gl.

» freies Teilchen in der Schrédingergleichung

» Teilchen an der Potentialstufe und im Potentialtopf
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Ausblick

» auf 3. Ubung: Rechenbeispiele fiir Potentialstufe

» nachste Vorlesung: Zusammenhang zwischen
Potentialtopf und Elektron im Atom sowie im Kristall
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Danke fur lhre Teilnahme!
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