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Ziele der 4. Vorlesung

» endlicher Potentialtopf
» Wasserstoff-Atommodell

» Periodensystem
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

» Anwendungen der Schrédingergleichung fiir ideale 1-Partikel
Systeme
» Potentialstufe — unendlich ausgedehnt und endlich
» Quantentopf
» endliche Eindringtiefe in Potentialwand
» Transmissionswahrscheinlichkeit 0 < 7" < 1
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endliche Potentialstufe

» Wellenfunktion an der Potentialstufe fir W < Vj
» endlicher Transmissionskoeffizient 0 < T' < 1

w, v

v
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endliche Potentialstufe

» Wellenfunktion an der Potentialstufe fir W > Vj
> geringere kinetische Energie iiber der Potentialstufe
» Reflektionskoeffizient R > 0

w, v

RN
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Tunneleffekt

w, v

Vo g'_)\m_’g

VARV R -

region | region |l region llI

A

0 a X

» endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der Barriere, exponentiell
abklingende Amplitude der Wellenfunktion

» auch fur W < V, kann ein Teil der einfallenden Elektronen durch die
Barriere tunneln: reduzierte Amplitude auf der rechten Seite

» Energieerhaltung: Wellenlange bleibt gleich
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Potentialtopf

Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden

x
2
> gequantelte Energie W,, = —— -n? firn=1,2,3,...
8ma?
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Potentialtopf

erlaubte Energiewerte im Potentialtopf

W
Wi |

h2E2
W= 2m
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endlicher Potentialtopf
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endlicher Potentialtopf

Vo

W,V

Region | Region Il Region Il

[

a
2

» Teilchen befindet sich in Region Il
» vorgegebenes Potential V; = Vi = Vo und Vip =0
» gebundene Losungen fir W < Vj
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Wellenfunktion im endlichen Potentialtopf

Potentialtopf mit endlich hohen Wanden

/

N

—a/2 0 +a/2

> Teilchen befindet sich in Region Il
» vorgegebenes Potential V; = Virr = Vo und Vip =0
» gebundene Lésungen fir W < Vy, ¥ — 0 fir |z — oo
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Wellenfunktion im endlichen Potentialtopf

> exponentiell abklingende Amplitude in [ und Ill, £/ € R

U, (x) = Arexp (k] x)
\I/[]](IIJ) = A]][ exp (_k/I/II‘T)

(hier ist x < 0)
(hier ist z > 0)

» Uberlagerung links- und rechtslaufender Welle in Il
Urr(w) = Arrexp (jkrrx) + Brrexp (—jkrro)

» analog zu den vorher behandelten Fallen gilt hierbei

k3, = 2mW /h? im Bereich I
K2 =K% = —2m (Vo — W) /K> in I und Il

» und durch Ausnutzen der Symmetrie der Geometrie

"o
kI - kIII
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Losungsweg flr endlichen Potentialtopf

> Ansatze und Randbedingungen Stetigkeit und Differenzierbarkeit an
den Grenzflachen zwischen den Regionen

» Schrédingergleichung (Dgl.) —lineares Gleichungssystem

» fir ,echte” Probleme mit 3D-Potentialverlauf kann dies numerisch

gelost werden
» im einfachen Fall mit V[, = const. auBerhalb des 1D-Quantentopfs

kann weiter analytisch gerechnet werden ...
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Losung des Gleichungssystems (gerade Wellenfunktion)

» transzendentes Gleichungssystem
a
k‘][}g - tan (k[[)g . 5) = ]C/II

2mVy
k/]/Q + k%[,g = 7]32 =Cy
> Losungsmenge gegeben durch Werte fiir k17, und k7, die beide
Gleichungen erfiillen —graphische Losung
» Parameter Cj entspricht der Tiefe des Potentialtopfs, d.h. dem
Potential V{, und ist neben der Geometrie a/2 vorgegeben
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Ergebnisse der Randbedingungen

» Ansitze in den Bereichen
U;(z) = A; exp (—|ki|"x) i={I,III}
U;r(x) = Arrexp (jkrrz) + Brrexp (—jkriz)
> man findet fir symmetrische (gerade) Lésungen ¥ ~ cos

k[],g - tan (kILQ . g) = klI/

> es gilt fir kY, der Eindringtiefe in die Barriere, auch

k,,_\/Qm(VO—W)_\/QmVO 12
1= = —PMrIg

h2 h2
wobei die kinetische Energie W mit dem Impuls im Potentialtopf

hkrr,4 ausgedriickt wird
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graphische Losung

gerade Wellenfunktion
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graphische Losung gerade Wellenfunktion

a
i;
2
1
3b krrg
w
a

gerade Wellenfunktionen im endlichen Potentialtopf

W3_‘ ‘7
. | | z

W 0 \%

V.U, W
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» fiir tieferen Potentialtopf mehr als eine Losung!
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» transzendentes Gleichungssystem
a
—k[[,u - cot (k[[’u . 5) = k/I,

2mVy
k/I/2+k%I,u: h2 :CO
> Losungsmenge gegeben durch Werte fiir k17, und k7, die beide

Gleichungen erfiillen —graphische Lésung
» Parameter Cj entspricht der Tiefe des Potentialtopfs, d.h. dem
Potential V{, und ist neben der Geometrie a/2 vorgegeben
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Losung des Gleichungssystems (ungerade Wellenfunktion)

18
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graphische Lésung — ungerade
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» nur fiir eine Mindesttiefe Vj 1in, >
gibt es eine ungerade Losung!
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ungerade Wellenfunktionen im endlichen Potentialtopf
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graphische Lésung — zusammengesetzt

4a
I~ 4b
e 3a

2
1 3b
4c k‘[]
m 2m 3m
a a a
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gerade und ungerade Wellenfunktionen
im endlichen Potentialtopf

Wy
W3
b | |

VU, W

a/2 +a/2
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Fazit: Zustande im Potentialtopf

» graphische Losung
» Kreisbogen schneiden periodische tan und cot-Funktionen

> fiir ein gegebenes Potential Vj sind nur endlich viele diskrete
Wellenfunktionen W,, mit zugehdérigen Energiewerten W,, erlaubt

» der Grundzustand hat W7 > 0 und ist gerade, dieser existiert fiir
beliebig flache Potentialtopfe

» fiir die hdheren gebundene Zustdnde wechseln sich ungerade und
gerade Symmetrie ab

» nur die Zustande sind gebunden, fiir die W < Vj gilt
» was passiert fir W > 14?7
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Kontinuumslosungen fiir den
endlichen Potentialtopf mit W > V}

> Welle kommt von links
> klassisch: Teilchen fliegt iber den Potentialtopf und merkt nichts

» Quantenmechanik?
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Kontinuumslosungen fiir den
endlichen Potentialtopf mit W > 1}

AN
VYV

» hohere kinetische Energie iiber dem Topf
—dort kiirzere Wellenlédnge

vV, o
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Kontinuumslésungen fiir den
endlichen Potentialtopf mit W = 1}

A

» Reflektion an Diskontinuitaten fiihrt zu stehender Welle

vV,

» reduzierte Amplitude aufgrund von T' < 1

» bei erfiillter Resonanzbedingung im Topf
—hohere Transmission
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Kontinuumslésungen fiir den
endlichen Potentialtopf mit W = 1}

1 A - - ———
_ (‘ % = e ——
\% — 1@0
&~ 05 ap = QmVo — 3ag
/ — 7a0
0 ./ | | | | 130,0 |
1 1.5 2 2.5 3 3.5
W/ Vo
—1
202 . k h2k2
TW>Vy) = |1+ —m (a- k1) mit W = —4L

w (W T 9m
4 1
V0<V0+>
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Wasserstoffatom

» Ausnutzung der radialen Symmetrie: H-Atom ist physikalische
Anwendung des 1D-Quantentopfs

» Coulomb-Potential hiangt nur von |r| ab:

_ Q1Qe

dmege,r

V(r)

» mit den Ladungen Q12 von Kern und Elektron, €, =1

Vir)=-

dmeg T

» Kraft aus Orts-Ableitung des Potentials

Wasserstoffatom

» schreibe die Schrodingergleichung in Kugelkoordinaten

x = rsin(0) cos(p)

sin(p)

)
)

z = rcos(p)

y = rsin(f

» transformiere den Laplace-Operator (durch Anwendung der
Kettenregel)

1% ¢ 1
F = —— = — F—
(r) r 4meg 12
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Wasserstoffatom
3
WI1TV
— W3
—— V\/2
11w,
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A = 872 + 672 + 872
oz 9y® 922
_872 22+i Cotgg_kﬁ_'_iﬁ
T o2 ror r2 00 96%  sin26 69@2
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Wasserstoffatom

» Ergebnis liefert das Eigenwertspektrum des Wasserstoffs

2
1
W,=——L . = mitn=1{1,2,3,...}

8megryg N2

» darin steckt der Bohr'sche Atomradius

_ dmegh?

ro = =5,29-10"%cm

mq?
» wir sehen wieder diskrete Energiewerte, diese riicken naher
zusammen mit W,, — 0

» TV, beschreibt eine Bindungsenergie, ist daher negativ

» diese muss aufgewendet werden, um das Elektron aus dem Atom zu

befreien )
q

TEQTO

Wion = |Wee — Wi| = S =13,6eV
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Bohr'sches Atommodell

» Bohr'sches Modell beschreibt Elektronen auf Bahnen, die um den
Kern kreisen

» neben der Energie ist auch der Drehimpuls quantisiert, d.h. kann nur
feste Werte annehmen —Quantenzahl [

» der Drehimpuls entspricht einer bewegten Ladung und hat damit ein
magnetisches Moment, das sich im Magnetfeld nur in festen
Schritten ausrichten kann —Quantenzahl m

» Elektronen drehen sich um ihre eigene Achse, dieser sogenannte Spin
s beschreibt einen Kreisstrom, ist im Magnetfeld nachweisbar

» Satz von Quantenzahlen {n,l, m, s} kann das Periodensystem
beschreiben
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Bohr'sches Atommodell

» vollstandiger Satz von Quantenzahlen {n,l, m, s} kann das
Periodensystem beschreiben
» n, [, m konnen nur ganzzahlige Werte annehmen
» Energie-Hauptquantenzahl n = {1,2,3...}
» Drehimpuls-Nebenquantenzahl [ < n —1
» Drehmipulsausrichtungs-Nebenquantenzahl m, hier gilt —l < m <

> Spinquantenzahl s = {—%,&%}
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Bohr'sches Atommodell

K-Schale L-Schale

n=1 n=2
» hochste Exzentrizitat, z.B. [ = 0 bei n = 3, ist Zustand niedrigster

Energie in Schale n = 3
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Pauli-Prinzip

» Elektronen eines Atoms unterscheiden sich in mindestens einer
Quantenzahl

» Zustidnde werden von unten, d.h. von der niedrigsten Energie her,
aufgefiillt

> es sind jeweils 2 Elektronen in einem Zustand, der von {n,l,m}
bestimmt wird
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Orientierungsquantenzahl

» im Magnetfeld fiihrt die Ausrichtung m zu einer Aufspaltung der
Energieniveaus

Periodensystem
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Prinzip der Spektroskopie
he foe = Wo =W
) W, Iy
hf,.
W, hf
» Energie des Lichtquants entspricht der Ubergangsenergie
—Resonanz —Energieiibertrag

» Auswahlregeln miissen beachtet werden (Drehimpuls ist erhalten!)
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Emissionsspektroskopie

W,
W,
W, i |
W,
———— hf
w, Serie 3 Serie 2 Serie 1

e
Serie1 Serie2 Serie3
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Zusammenfassung 4. Vorlesung

» endlicher Potentialtopf
» gerade und ungerade Lésungen
» grafische Methode zum Auffinden der erlaubten Energiewerte
» gebundene Zustinde
» resonantes Tunneln — Kontinuumszustande

» Atommodell und Periodensystem

> Wasserstoffatom, Bohr'sches Modell aus radialsymmetrischer Sgl.

» Quantenzahlen
» Pauli-Prinzip
> Messung der Uberginge mit Spektroskopie

www.uni-due.de/bhe/ Festkorperelektronik — N. Weimann © 2025

42

Ausblick

» auf 4. Ubung: Rechenbeispiele fiir Potentialstufe

» nachste Vorlesung: Erweiterung des Potentialtopf-Modells auf
Kristalle, d.h. periodische Strukturen
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Danke fur lhre Teilnahme!
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